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第 4 章 参数估计  
4.1 基本概念与性质  

4.1.1 基本概念与常用统计图  

总体（母体）是概率分布族的一员.

总体分布 离散性（概率函数），连续型（概率密度函数）

单参数分布族 

非参数总体 

样本大小 (容量) 

常用统计图

组号 区间 频数 频率 

1 2 0.40

2 3 0.60

合计   5 1.00

1. 频数分布表

2. 频率直方图 以  为高. 所有小矩形的面积和为 1.

3. 条形图 一般用于小样本离散性随机变量总体分布.

4.1.2 经验分布函数与格列文科定理  

经验分布函数 (样本分布函数) .中不大于 的个数

即将  的样本值  从小到大重排后, 定义经验分布函数如下.

1. .

2.  单调不减.

3. .
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4.  右连续.

格列文科定理 对于任意实数 , 经验分布函数  以概率 1 一致收敛于总体分布函数 , 即

经验分布函数不确定, 不唯一, 所以在极限外套一个 P.

4.1.3 常用统计量及其性质  

统计量 只依赖于样本，而不依赖于其未知参数.

样本的统计量为 .

统计量的观测值为 .

样本均值 .

其观测值记为 .

对于一般分布 ⭐ 

.

.

.

.

.

.

.

.

⭐  设总体有  个数据 , 均值为 , 方差为 .

从总体中抽取  个值  作为样本, 则

.

.

当  时, 即抽取的样本相互独立时, 有 .
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样本离差平方和 .

其观测值记为 .

样本方差 .

其观测值记为 .

标准差又称均方差, 样本标准差的观测值记为 .

对于一般分布, 有

.

. ⭐ 

. ⭐  

对于正态分布, 有

. ⭐ 

.

样本原点矩 .

或使用  表示样本原点矩, 用  表示其观测值.

样本中心矩 .

或使用  表示样本中心距, 用  表示其观测值.

矩称为理论矩，样本矩称为经验矩，即经验分布函数的矩.

.

.

不知道叫什么的统计量 .

样本协方差 .

其观测值记为 .

样本协方差是总体协方差的无偏估计 (可以是有限总体的不放回抽取)

.

样本相关系数 .
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其中  和  为样本均方差. 其观测值为 .

样本的 众数 记为 .

次序统计量 .

样本中位数  
为奇数

为偶数

偏态系数

计算公式

简单偏态系数 .

加权偏态系数 .

取值说明

 表示数据为完全的对称分布.

 表示数据为 正偏态 (或 右偏态).

 表示数据为 负偏态 (或 左偏态).

4.3.4 正态总体常用统计量  

设  与  分别是来自正态总体  和  的相
互独立的两个样本, 则

样本均值

.

.

.

样本方差

.

 与  相互独立.

.

两组样本

.
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.

当 , 令 , 则

⭐  设有  个方差均为  的分布, 其中有  个分布的期望未知. 从这些分布中任取  个相互独立的样本数

据, 则样本方差的一个无偏估计是 . 若这些分布都是正态分布, 则进一步有 .

4.2 点估计  

4.2.1 矩估计法  

取 ，联立方程组即得 .

 称为矩估计量.

 称为矩估计值. (其它估计相关名称类似)

变异系数 .

🌙 对于任意均值  与方差  存在的总体, 有矩估计:

4.2.2 极大似然估计法  

样本  的总体分布函数 (样本似然函数) 为

欲得到极大似然估计，解如下似然方程组
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4.2.3 贝叶斯估计法  

先验分布，先验概率. 允许使用主观概率.

设总体有概率密度 ，抽样本 ，则  的联合密度为

由此算出  的边缘密度为

从而得出  在给定  的条件密度为

一般取上式的均值作为估计, 即

 一般是概率函数，即满足 .

但对于积分域为无穷区间，或一些特定的分布，可以采用其它函数，比如 ，或直接取为先验密度

等. 此时  称为 "广义先验密度".

根据  次独立试验中事件  发生的次数  去估计其发生的概率 ，按照 "同等无知" 原则（贝叶斯原则），
由上述方法积分得

估计正态分布  中的  时，取 ；

估计正态分布  中的  时，取 ；

估计指数分布  中的  时，取 .

由先验分布  估计正态总体  中的  为（取  为先验密度）

4.3 点估计的优良性准则  
1. 小样本性质

1. 无偏性: 误差期望为零.

2. 渐进无偏性: 误差期望依概率收敛至零.

2. 有效性 (数量指标)
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1. 最小均方误差估计

2. 最小方差无偏估计 (MVU)

3. 大样本性质

1. 相合性 (一致性): 误差依概率收敛至零.

2. 渐进正态性: 自身分布趋于正态分布

4.3.1 估计量的无偏性  

无偏性即无系统误差 . 故 无偏估计量  须满足

 是  的无偏估计.

如果总体均值未知, 则  是  的无偏估计.

如果总体均值已知, 则  是  的无偏估计.

由  知,  总是  系统性偏低的估计. 🌙 

设  是未知参数的函数  的一个估计量, 如果  存在, 且

则称  为  的 渐进无偏估计量.

 是  的渐进无偏估计量, 但不是无偏估计量.

⭐  对于正态分布总体 , 由  算出

计算 , 故  的一个无偏估计是

无偏估计不一定好, 比如 , 则  唯一的无偏估计为

为偶数

为奇数
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4.3.2 最小方差无偏估计  

1 最小均方误差估计  

当  是无偏估计量时, .

2 最小方差无偏估计 (MVU 估计)  

Minimum Variance Unbiased.

无偏估计中的最小方差，其均方误差不一定最小.

3 克拉美 - 劳不等式  

对于单参数情况 , 为估计 , 记 费歇尔信息量 为

连续的总体分布

离散的总体分布

则对任一无偏估计 , 有 克拉美 - 劳不等式:

MVU 的均方误差不一定是最小的, 如对于正态分布 , 其中  已知, 则  是 MVU 估计, 但 

.

若  和  都是  的 MVU 估计, 则  是  的 MVU 估计. ⭐  ⭐  (利用第三
章定理 3.1, 2°)

若 , 则  是  的无偏估计, 并且当且仅当  时, 其为 MVU 估计.

4.3.3 估计量的相合性与渐进正态性  

1 相合性  

如果当样本大小  无限增加时, 估计量  依概率收敛于被估计值, 则称该估计量是 相合
估计量, 即

10

af://n308
af://n309
af://n312
af://n315
af://n327
af://n328


具有相合性的例子

所有的矩估计量.

绝大多数极大似然估计.

对于  的无偏估计 , 由切比雪夫不等式知:

若 , 则其为相合估计量. ⭐  

2 渐进正态性  

参考这篇高等数理统计的文章.

4.4 区间估计  

4.4.1 基本概念  

奈曼理论 的原则: 先保证可靠度, 再提升精度.

称区间估计  的 置信系数 为 , 如果

称区间估计  的 置信水平 (置信度) 为 , 如果

随机区间  称为 双侧置信区间.

 和  称为 单侧置信区间.

 和  分别称为置信下界和置信上界.

 一般取为 0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.001.

区间估计的研究对象:

1. 置信系数或置信水平.

2. 区间长度.

3. 区间右端点与左端点之比.

4.4.2 枢轴变量法  

上  分位点: .

下  分位点: .

上  分位点就是下  分位点.
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统计三大分布的上  分位点记为: .

利用上  分位点  寻找区间估计的 枢轴变量法:

1. 找一个与被估计参数  有关的统计量 .

2. 找 枢轴变量 , 使其分布  与  无关.

3. .

4. .

一样本  区间估计, 为保证长度 , 斯泰因提出了 两阶段抽样 的方法, 其中追加抽样的
次数为

记两次样本全体的均值为 , 则区间估计  有置信系数 .

4.4.3 大样本法  

大样本区间估计: 利用 中心极限定理 与枢轴变量法.

例如, 一般的, 设总体有均值 , 方差 , 并且都位置, 从样本  做  的区间估计. 由于样本均
方差  是  的祥和估计, 利用中心极限定理, 当  足够大时, 有

以此为枢轴变量, 于是有区间估计

对于二项分布, 当  时, 有区间长度 .

4.4.4 置信界  

置信系数 (水平) 为  的置信上界  和置信下界 :

4.4.5 贝叶斯法  

即寻找 , 使得
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区间估计

置信上界

置信下界

区间估计中确定  的方法 (原则):

1. 使  最小.

2. 使  最小.

3. 取置信水平为  的置信上下界.

常用区间估计表  
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第 5 章 假设检验  
5.1 问题提法和基本概念  

5.1.1 例子与问题提法  

原假设 (零假设, 解消假设) 是  的一个子集, 其中  是未知参数的数量.

对立假设 (备择假设) 是原假设补集的子集.

检验统计量, 接受域, 否定域 (临界域), 临界值.

简单假设, 复合假设. 赘余参数 (多余参数, 讨厌参数).

双边 (右边, 左边) 备择假设, 双边 (单边) 检验.

5.1.2 功效函数  

设总体分布中包含未知参数 ,  为原假设,  为对立假设,  是基于样本  
而对  做的一个检验, 则其 功效函数 是:

在检验 之下 被否定

当  时, 上式越小越好.

当  时, 上式越大越好, 此时称为功效函数.

5.1.3 两类错误与假设检验思路  

两类错误

1. 拒真:  正确, 但被否定.

2. 取伪:  错误, 但被接受.

奈曼-皮尔逊理论 的思路: 先保证第一类错误的概率不超过某个定值 , 再使第二类错误的概率尽可能小.

5.1.4 检验水平与一致最优检验  

 的一个水平为  的检验 :

并使  尽可能小. 即固定第一类错误概率的原则.

若  是  的一个水平为  的检验, 则它也是水平为  的检验.
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假设检验问题  的一个水平为  的一致最优检验 : 即对任何一个其它水平  的检验  有

对任何

在总体分布只依赖于一个参数 , 而原假设  是  或  时, 一致最优检验存在.

5.2 重要参数检验  

5.2.1 正态总体均值的检验  

设  是从正态总体  中抽出的样本.

原假设和对立假设分别为:

1. .

2. .

3. .

1 方差已知  

利用 .

.

 当  时接受原假设 , 否则否定 .

功效函数 .

欲使第二类错误概率足够小: .

.

 当  时接受原假设 , 否则否定 .

功效函数 .

欲使第二类错误概率足够小: .

.

 当  时接受 , 否则否定 .

功效函数 .

欲使第二类错误概率足够小: .

注
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若 , 则既接受 , 也接受 .

 和  都是一致最优检验.

 不是一致最优检验, 并且  不存在一致最优检验.

2 方差未知  

利用 , 得到如下 t 检验:

.

当  时接受原假设 , 否则否定 .

功效函数  只依赖于 .

.

当  时接受原假设 , 否则否定 .

.

当  时接受原假设 , 否则否定 .

注: 除非检验水平 , 否则  和  都不是一直最优检验.

5.2.2 两个正态总体均值差的检验  

设  和  分别是从正态总体  和  中抽取的相互独立
的样本.

原假设和对立假设分别为

1. .

2. .

3. .

1 方差已知  

利用 , 记 , , 则

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .
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2 方差未知  

对于  的情况, 利用 , 可得到如下

两样本 t 检验:

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

显著性检验 (希望原假设被否定的检验)

5.2.3 正态分布方差的检验  

设  是从正态总体  中抽出的样本.

原假设和对立假设分别为:

1. .

2. .

3. .

注: 方差检验的误差较大.

1 均值已知  

利用 ,

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

2 均值未知  

利用 ,

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .
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5.2.π 两个正态分布方差商的检验  

设  和  分别是从正态总体  和  中抽取的相互独立
的样本.

原假设和对立假设分别为

1. .

2. .

3. .

1 均值已知  

记 , 利用 , 下略.

2 均值未知  

利用 ,

当  时接受 , 否则否定 .

当  时接受 , 否则否定 .

5.2.4 指数分布参数的检验  

1 普通检验  

利用 .

2 截尾寿命检验  

2.1 定数截尾法  

取  个元件做试验, 取 , 进行到  个元件失效时为止, 所有元件工作的时间为

.

2.2 定时截尾法  

到时刻  为止, 所有元件工作的总时间为满足 , 其中  是已经失效的元件个数.
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5.2.5 二项分布参数的检验  

普通检验 

.

当  时接受 , 否则否定 .

一般可查表, 对于较大的样本, 难以查表, 可以使用大样本法.

随机化检验 

检验 φ 的 操作特征函数 (OC 函数)

符号检验 

非参数检验 

5.2.6 泊松分布参数的检验  

利用如下性质:

1. 泊松分布和的函数 (可加性)

.

2. . (卡方分布函数)

3. 若有一批零件寿命服从指数分布, 固定一个时间 , 让一个元件从时刻 0 开始工作, 每当这个元件坏

了的时候马上用一个新的替换, 则到  时替换的次数 , 即 . 

若有 n 个元件同时开始工作, 每个元件损坏即替换, 则 .

5.2.7 大样本检验  

贝伦斯—费歇尔问题  

二项分布参数检验  
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一般分布参数检验  

5.2.8 贝叶斯方法  

基本思路  

若原假设的条件概率大于对立假设的条件概率:

则接受原假设.

正态分布的区间检验  

设  为抽自正态总体  的样本, 其中  和  都未知, 考虑检验问题

给  以广义先验密度 , 则在得知样本  后  的后验密度为

从而得到  的边缘后验密度为

令 , 则比较 t 分布密度函数知 , 即

由此可以得到 ⭐  
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信仰推断法: 信仰分布, 信仰概率.

5.3 拟合优度检验  

5.3.1 理论分布完全已知且只取有限个值的情况  

问题提法

1. 总体  的分布律为 .

2. 总体  的分布律为 .

3. 总体  的概率密度函数为 .

对于原假设 , 设对  进行了足够多的  次实验, 
 中等于  的个数记作 , 称为  这个 "类" 的 经验值 或 观察值, 其近似于理论值 .

皮尔逊统计量 .

定理 3.1 ⭐  若原假设  成立, 则 .

拟合优度  .

统计上的显著性不等于实用上的重要性.

5.3.2 理论分布只含有限个值但不完全已知的情况  

设总体 , 并对  进行了足够多的  次
观察, 记  中等于  的个数为 , 原假设为 总体分布对  成立.

定理 3.2 ⭐  在一定条件下, 若原假设  成立, 使用极大似然法估计出 , 并由此算出 

, 则 .

此时拟合优度约为 .

一般取 , 且每一个理论值  的值都不小于 5.

5.3.3 对列联表的应用  
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和

和

记 .

 和  独立, 即 .

自由度为 .

当  时称为 四格表, 此时有

列联表可用于 独立性检验 或 齐一性检验 等.

5.3.4 总体分布为一般分布的情况  

一般分布: 离散型有限个取值, 离散型无限个取值, 连续型.

总体分布为  (或 ).

取划分 , 则区间  的概率为 
.

记 对某一组值 , 总体在区间  内的概率为 .

记总体  的样本值  落在  内的个数为 , 称为 实际频数, 其频率为 , 理论频数 为 , 则检验

方式同有限取值的无参数或有参数情况相同.
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由于积分等使得表达式的计算较为困难, 实际中可不采取极大似然估计, 而使用矩估计近似替代.

如果初始数据就只给出了各区间的数量, 而无精确的数据, 可使用区间的中点近似计算矩估计, 如:

常用标准正态分布值:

更详细的统计分布表可以参考概统笔记附录.
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第 6 章 回归、相关与方差分析  
6.1 基本概念  
自变量 (预报因子), 因变量 (预报量).

(理论 / 经验) 回归函数 / 回归方程.

非参数回归, 参数回归.

线性回归, 非线性回归.

回归分析一词的由来的本质原因, 可以参考我之前的一次 PPT 汇报.

回归分析的步骤:

1. 建立回归模型.

2. 估计参数, 确定回归方程.

3. 检验与评价回归方程.

4. 利用回归方程进行预测和控制.

6.2 一元线性回归  
一元线性回归模型: .

对于每一个 , 有 .

一般认为  独立同分布 .

对模型进行中心化: .

其中 .

预测值记为 .

注

在回归分析时, 将  看作非随机常数. 为了强调这点, 一些资料上使用小写字母表示.

中心化是为了方便讨论. 许多资料上将未中心化的系数记为 , 请注意区分公式中的异同;

6.2.1 最小二乘法  

1 回归参数的点估计  

待定系数的预测值记为 , 并用  衡量误差, 将最值点

记为 , 则有:
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其中分子的  也可写为 , 不影响结果, 此时一般简记为 .

注意这里的  等, 都未开根号.

由上, 我们有 .

除了用 , 还可以利用  求解最大似然估计, 结果是一样
的.

2 参数估计量的性质  

1. 无偏估计

1. .

2. .

2. 方差

1. .

2. .

3. 协方差

1. .

2. .

3. .

4. 如果  独立同分布 , 则  服从正态分布, 于是  和  服从正态分布, 因此可由不相关推出
独立.

1. .

2. .

3. .

5.  和  是最小方差无偏估计.
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3 误差与残差的性质  

概念

误差 .

残差 .

残差平方和 .

有些资料中将误差与残差都用  表示, 有些资料虽然区分了, 但将误差记为 , 或者将残差记为 . 为
减少歧义, 这里一律采用上述记号.

性质

理论值

.

.

观测值

.

.

由最小二乘法中的偏导为零即得; 误差无此性质.

易于计算的形式

欲求出回归参数、误差方差的无偏估计，并对回归参数进行区间估计或假设检验，只需求出 
 和  即可.

定理

误差方差的无偏估计: .

, 且  相互独立.

26

af://n802


6.2.2 区间估计与假设检验  

1 平方和表示  

.总 回 误

总离差平方和 .总

回归平方和 .回

误差平方和 .误

2 常用统计量  

假定  独立同分布 , 则下述参数均服从正态分布.

.

.

.

t 统计量: .

F 统计量: .

.

.

t 统计量: .

F 统计量: .

.

.

.

.

.

.
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.

越靠近样本中心点处预测越精确.

.

.

.

.

.

.

3 显著性检验  

区间估计和假设检验直接利用常用统计量中的结论即可.

比较特殊且实用的是 , 这是对线性假设的检验, 又称为 回归显著性检验. 
代入即得显著性水平  下  的拒绝域为:

t 统计量: .

F 统计量: .
回

误

回

误

R 统计量: .
回

总

一元线性回归的方差分析表

自由度 平方和 均方

回归分析 回 回

残差 误 误

回

误

总计 总

相关系数绝对值

相关系数的平方
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6.2.3 预测与控制  

1 点预测  

点预测值  与随机变量  有相同的数学期望.

2 区间预测  

 和   都可以用  线性表示, 因此均为正态分布, 并有

结合 , 因此有

3 控制  

注意: 回归方程  不可推出 , 但是可以估计 , 即回归分析的控制

作用.

6.3 多元线性回归  
多元线性回归模型: .

观测值: .

一般认为  独立同分布 , 并且  非随机.

对模型进行中心化: .

其中 .

方便起见, 之后我会将未中心化时的  记为 , 中心化后的  记为 .

表示为矩阵的形式: , 其中  称为设计矩阵, 并且这里已中心化.
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注: 设计矩阵的元素一般未中心化, 并且无上式中的第一列. 这样做是为了讨论方便.

6.3.1 最小二乘法  

1 回归参数的点估计  

记预测值为 , 用下式衡量误差

并将极值点记为 , 令偏导为零则有

其中 .

于是方程组化为正则方程 : .

记 , 则有 .

类似的, 这也是最大似然估计量.

2 参数估计量的性质  

 是  的无偏估计.

.

方差

.

.

协方差

.

.
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3 误差与残差的性质  

概念同一元线性回归.

性质

残差的性质

.

.

由最小二乘法中的偏导为零即得.

残差平方和的易于计算的形式

定理

 是  的无偏估计.

.

注意: 这里参数的数量为 .

6.3.2 区间估计与假设检验  

显著性检验的假设为 .

统计量

.
回

.
误

拒绝域

F 统计量: .
回

误

回

误

R 统计量: .
回

总

多元线性回归的方差分析表
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自由度 平方和 均方

回归分析 回 回

残差 误 误

回

误

总计 总

相关系数绝对值

相关系数的平方

6.3.3 预测与控制  

1. 点预测

, 故可用  进行点预测.

2. 区间预测

6.4 相关分析  
6.4.1 相关系数的估计和检验

6.4.2 偏相关

6.4.3 复相关

6.5 方差分析  
试验指标.

可控因素, 不可控因素.

单因素方差分析, 多因素方差分析.

6.5.1 单因素方差分析  

1 数学模型  

因素  有  个 水平 .

水平 观察值 样本均值

记 , 假定  且相互独立.
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总次数 .

总平均 .

水平  的效应 .

.

.

假设

.

.

2 总离差平方和  

2.1 分解  

总离差平方和 .

组内均值 .

总平均值 .

总离差平方和的 分解 .

误差平方和 (组内方差) .

效应平方和 (组间方差) .

2.2 统计特征  

.

.

.

.

.

.
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.

当  成立时, 有

.

.

 与  相互独立.

3 拒绝域  

拒绝 , 即认为因素  各个水平的试验指标之间有显著差异.

SUMMARY 表

水平 观测数 总和 组均值

水平

水平

水平

单因素方差分析表

差异源 平方和 自由度 均方 分位数

组间

组内

总和

上述参数的计算见总离差平方和.

4 参数估计  

.

.

.

.
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